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Общая характеристика работы

Актуальность темы исследования.
Рассматриваемый в диссертационной работе круг вопросов относится к

квантовой теории рассеяния.
В последние годы, благодаря большому количеству предсказанных и экспе

риментально обнаруженных новых квантовых эффектов, системы с дипольным
межчастичным взаимодействием привлекают повышенный интерес теоретиче
ских [1, 2] и экспериментальных [3, 4] групп. К таким эффектам относятся:
анизотропная сверхтекучесть [5], экзотические «самостабилизирующиеся» кван
товые капли [6, 7] и состояния со свойствами сверхтекучего твердого тела [8].
Получены ультрахолодные газы полярных молекул [9] и магнитных атомов [10].
Оптические ловушки с планарной геометрией являются перспективным кан
дидатом для стабилизации и удержания дипольных газов и контролирования
их свойств, поскольку дипольное взаимодействие является изотропным и от
талкивательным в случае поляризации молекул вдоль оси перпендикулярной
плоскости их движения, а наклон оси поляризации приводит к контролиру
емой анизотропии взаимодействия [1] с помощью внешнего статического или
зависящего от времени поля [11]. Столкновения молекул в слое дископодобной
ловушки моделируются двумерной динамикой молекул [12, 13]. Это указывает
на актуальность задачи изучения двумерных дипольных газов.

Исследования взаимодействия дипольных двухатомных молекул в плоско
сти актуальны в том числе благодаря возможному использованию их в каче
стве кубитов для квантовых компьютеров [14]. Для создания малочастичной
системы с временем жизни, достаточным для организации квантовых вычисле
ний, необходимы теоретические оценки по определению условий стабильности
динамических дипольных систем. Исследование диполь-дипольного взаимодей
ствия в применении к квантовым вычислениям является в настоящее время
актуальной задачей [15]. Проведение экспериментов требует дальнейшего ана
лиза влияния короткодействующего взаимодействия на дипольное рассеяние в
плоскости [3]. Известные результаты, описывающие резонансы в зависимостях
сечения рассеяния от радиуса короткодействующего взаимодействия для трех
мерного пространства [16], полученные с помощью численного решения уравне
ния Шрёдингера в адиабатическом представлении, неприменимы к описанию
дипольного рассеяния в плоскости. В работах [13, 17] изучались зависимости
сечения двумерного дипольного рассеяния при фиксированном значении ради
уса короткодействующего потенциала. Оценка влияния короткодействующего
взаимодействия на процессы дипольного рассеяния в плоскости при различных
ориентациях дипольных моментов является нерешенной, а потому актуальной
физической задачей.

Цели и задачи диссертационной работы. Целью диссертационной ра
боты является изучение рассеяния и связанных состояний в малочастичных
планарных дипольных квантовых системах. Исходя из этого, были поставлены
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следующие задачи:

• Решение задачи рассеяния в малочастичных планарных дипольных кван
товых системах с помощью численного моделирования. Проверка резуль
татов, полученных с помощью созданного программного пакета.

• Решение двумерной проблемы связанных состояний квантовой частицы в
поле квантового диполя с помощью численного моделирования. Улучше
ние точности по сравнению с результатами других авторов.

• Изучение возникновения областей притягивающего потенциала дипольно
го взаимодействия при варьировании радиуса короткодействующего взаи
модействия в виде потенциальной стенки и более реалистичного потенциа
ла Леннарда–Джонса и ориентации дипольных моментов. Описание связи
параметров потенциальной стенки и потенциала Леннарда–Джонса для
сравнения получаемых результатов. Выявление зависимости критическо
го (магического) угла от взаимной ориентации произвольно направленных
диполей.

• Сравнение результатов анализа рассеяния, полученных с помощью бор
новского приближения, обобщенного на случай рассеяния произвольно
направленных диполей в плоскости, и эйконального приближения с полу
ченными численными результатами. Определение областей применимости
этих аналитических приближений.

• Исследование свойств сечения диполь-дипольного рассеяния при столкно
вениях различимых и идентичных частиц, а именно: изучение возникаю
щих резонансов в зависимостях бозонных и фермионных сечений от ра
диуса короткодействующего взаимодействия при низких энергиях столк
новений, их связь с критическим (магическим) углом наклона диполей.
Изучение зависимости полного и дифференциального сечений от направ
лений дипольных моментов.

• Расчет энергетических зависимостей сечения дипольного рассеяния бозо
нов и фермионов в плоскости для различных значениях радиуса корот
кодействующего взаимодействия и для некоторых взаимных ориентаций
дипольных моментов. Анализ полученных зависимостей в резонансном и
нерезонансном случаях, сравнение с известными результатами для трех
мерного дипольного рассеяния.

• Анализ влияния короткодействующего взаимодействия на дипольное рас
сеяние в плоскости для больших значений энергии столкновений. Изуче
ние зависимостей сечения дипольного рассеяния от направлений диполь
ных моментов при некоторых значениях радиуса короткодействующего
взаимодействия при больших значениях энергии столкновений.

Научная новизна.
Научная новизна полученных в диссертационной работе результатов опре

деляется тем, что впервые исследована зависимость сечения диполь-дипольно
го рассеяния в плоскости от радиуса короткодействующего взаимодействия для
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произвольной ориентации дипольных моментов сталкивающихся частиц.
Определена зависимость критического (магического) угла наклона одного

из диполей как функция направления второго диполя для случая произвольной
ориентации диполей, движущихся в плоскости.

Впервые показано, что сечение дипольного рассеяния бозонов (фермионов)
в плоскости, в отсутствие резонансов, растет (убывает) с уменьшением энергии
в отличие от трехмерного случая, где сечение дипольного рассеяния бозонов
(фермионов) имеет форму плато в низкоэнергетическом пределе. Показано, что
взаимная ориентация диполей сильно влияет на форму энергетических зави
симостей сечения рассеяния, которые начинают осциллировать с увеличением
угла наклона диполей к плоскости рассеяния, в отличие от трехмерного рассе
яния.

Задача о квантовой частице, движущейся в плоскости в поле квантового
диполя, изучалась другими авторами в вариационном подходе [18, 19]. Вариа
ционные методы основаны на выборе множества шаблонных функций и мини
мизации энергии состояний по их параметрам. Принципиальным ограничением
этих методов является то, что получаемые уровни всегда превышают истин
ное значение, а их ошибки невозможно оценить. В ходе выполненных нами
расчетов впервые вычислены энергии низколежащих уровней с относительной
точностью, составившей десять в минус шестой степени.

Теоретическая и практическая значимость.
Теоретическая значимость выполненного в диссертации исследования свойств

системы взаимодействующих диполей заключается в том, что получены харак
теристики рассеяния произвольно ориентированных бозонов и фермионов, кото
рые являются универсальными. Они могут быть пересчитаны для параметров
широкого класса полярных молекул и атомов с большим дипольным момен
том. Полученные в диссертационной работе результаты закладывают основу
для численного решения широкого класса задач, включающих: задачи трех и
более тел; задачи на связанные состояния или рассеяние с временной зависимо
стью потенциала конфайнмента или амплитуды внешнего поля; задачи тунне
лирования частиц в оптических решетках.

Практическая значимость результатов диссертационной работы состоит в
возможности их применения для стабилизации дипольных газов в двумерной
геометрии оптической ловушки, открывающей путь к созданию кубитов на ос
нове таких систем. Резонансы упругого рассеяния являются одной из причин
потерь частиц из ловушек в экспериментах. В диссертации выявлены условия
отсутствия резонансов сечения упругого рассеяния. В частности, с помощью
численных расчетов получены значения радиуса короткодействущего взаимо
действия, для которых отсутствуют резонансы и теоретически определен кри
тический (магический) угол наклона одного диполя как функция направления
второго диполя, при превышении которого появляются резонансы.

Ожидается, что присущее дипольному взаимодействию дальнодействие
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позволит решить [20, 21] ряд проблем реализации масштабируемого кванто
вого компьютера. Полученные в диссертации результаты позволят улучшить
стабилизацию и контроль холодных дипольных газов в оптических решетках и
помогут в создании кубитов на основе полярных молекул.

Положения, выносимые на защиту:

• Найдены условия возникновения резонансов в зависимости сечения ди
польного рассеяния в плоскости от радиуса короткодействующего взаимо
действия произвольно ориентированных диполей. Определен критический
(магический) угол для произвольно направленных диполей.

• Показано, что сечение дипольного рассеяния бозонов (фермионов) возрас
тает (убывает) с уменьшением энергии в двумерном случае в отличии от
трехмерного случая. Найдено влияние взаимной ориентации диполей на
энергетические распределения сечения рассеяния.

• Продемонстрировано возникновение осцилляций в зависимости сечения
дипольного рассеяния в плоскости от угла наклона диполей для больших
энергий при различных значениях радиуса короткодействующего взаимо
действия.

• Получены пороговые значения радиуса короткодействующего взаимодей
ствия, определяющие отсутствие осцилляций в зависимостях сечения рас
сеяния от угла наклона диполей. Выявлен нецентральный характер уг
ловых распределений дифференциальных сечений дипольного рассеяния
бозонов и фермионов вдали от резонансов.

• Получены значения энергии низколежащих уровней в проблеме связан
ных состояний квантовой частицы в поле квантового диполя в плоскости
и оценена их погрешность.

Апробация результатов.
Основные результаты диссертации доложены на 20 отечественных и меж

дународных конференциях: Международная конференция «Перспективная эле
ментная база микро- и наноэлектроники с использованием современных до
стижений теоретической физики», г. Москва, 2020 г., 2017 г.; 13th European
Conference on Atoms Molecules and Photons (ECAMP’13), г. Флоренция, Италия,
2019 г., 29th International Crimean Conference ”Microwave & Telecommunication
Technology” (CriMiCo’2019), г. Севастополь, 2019 г.; 61-я, 54-я всероссийская на
учная конференция МФТИ, г. Долгопрудный, Московская область, 2018 г., 2011
г.; Международная научная конференция ОМУС-2019, ОМУС-2018, ОМУС-2015,
ОМУС-2014, ОМУС-2012, г. Дубна, Московская область, 2019 г., 2018 г., 2015
г., 2014 г., 2012 г.; 25-я международная конференция «Математика. Компьютер.
Образование», г. Дубна, Московская область, 2018 г.; IV International Conference
On Quantum Technologies ICQT’2017, г. Москва, 2017 г.; IRTG: Ultracold few- and
many-body systems, Freiburg University, г. Миттельвир, Франция, 2016 г.; 12-я,
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11-я курчатовская молодежная научная школа-конференция, г. Москва, 2014 г.,
2013 г.; Международная молодежная конференция-школа «Современные про
блемы прикладной математики и информатики» (MPAMCS-2014), (MPAMCS-
2012), г. Дубна, Московская область, 2014 г., 2012 г.; Международная конферен
ция «Математическое моделирование и вычислительная физика» (MMCP‘2013),
г. Дубна, Московская область, 2013 г.; Всероссийская конференция с междуна
родным участием «Информационно-телекоммуникационные технологии и мате
матическое моделирование высокотехнологичных систем», г. Москва, 2012 г. , а
также на научных семинарах Отдела динамики атмосферы ИФА им. А.М. Обу
хова РАН, кафедры теоретической физики РГПУ им. А.И. Герцена, лаборато
рии квантовой оптики СПбГУ, кафедры теоретической физики МГОУ.

Публикации.
По материалам диссертационной работы подготовлено 9 публикаций: 4 в

реферируемых журналах, входящих в списки Web of Science и Scopus, [A1, A4–
A6], 2 в российских научных реферируемых журналах из списка ВАК РФ по
специальности «Теоретическая физика» для публикации основных результатов
диссертаций [A2, A3] и 3 в сборниках трудов конференций [A7—A9].

Личный вклад автора.
Личный вклад соискателя в результаты и основные положения, выносимые

на защиту, является определяющим. Автор принимал непосредственное участие
разработке вычислительных схем и их реализации в компьютерных кодах, в
получении, анализе и апробации результатов на международных конференциях,
в подготовке текстов статей.

Структура и объем диссертации.
Диссертация состоит из введения, обзора литературы, 3 глав, заключения

и библиографии. Общий объем диссертации составляет 100 страниц, включая
28 рисунков и 5 таблиц. Библиография содержит 106 наименований.

Содержание работы

Во Введении обоснована актуальность диссертационной работы, сфор
мулирована цель и аргументирована научная новизна исследований, показаны
теоретическая и практическая значимости полученных результатов, представ
лены выносимые на защиту научные положения.

В первой главе «Энергии связи квантового диполя в плоскости»
численно исследованы энергетические уровни связанных состояний квантовой
частицы в поле двумерного диполя. Для этого применен численный алгоритм с
Фурье-интерполяцией волновой функции по угловой переменной. Определены
значения уровней энергии и соответствующие им собственные волновые функ
ции квантовой частицы в поле двумерного диполя. Использованы методы с из
вестной оценкой ошибки аппроксимации, что позволило оценить относительную
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погрешность энергии низколежащих связанных состояний, составившую 10−6.
Рассчитаны плотности вероятности распределений волновых функций низколе
жащих состояний, соответствующие вычисленным энергиям. Результаты пер
вой главы опубликованы в работах [A2, A5, A8].

В разделе 1.1 проведен анализ работ и численных методов, использован
ных для расчетов низколежащих уровней энергии связанных состояний кван
товой частицы в поле двумерного диполя. Другими авторами были выполне
ны расчеты значения энергии основного состояния с помощью вариационного
подхода с выбором различных базисных функций [22–26]. Ранее полученные
с помощью вариационных методов приближенные значения энергий собствен
ных состояний не имеют независимой оценки точности [19, 27]. Получить ее
можно только по отношению к точным аналитическим решениям или к числен
ным расчетам другими методами с известной оценкой точности [28]. Исследо
вано двумерное уравнение Шрёдингера для точечной частицы в поле диполя
с нецентральным потенциалом диполя. В разделе 1.2 описан численный алго
ритм для решения краевой задачи Штурма-Лиувилля для поиска связанных
состояний планарных квантовых систем двух частиц. Для решения двумерно
го уравнения Шрёдингера нами предложена вычислительная схема, основанная
на методе обратных итераций со сдвигом и модификации метода представления
дискретной переменной. Погрешность вычислений определяется шагом разност
ных сеток. Преимуществом использованного представления по сравнению с ва
риационным методом и разложением по парциальным волнам является наличие
оценки погрешности аппроксимации [29]. Продемонстрирована быстрая сходи
мость по числу точек сетки по угловой переменной для исследуемого потенциа
ла. Использование разложения по парциальным волнам для сильно анизотроп
ных потенциалов неэффективно из-за необходимости большого числа базисных
функций [30]. Для вариационного подхода [18, 19] получаемые значения энер
гии являются оценкой сверху точного значения энергии системы и отсутствуют
оценки ошибок вычисленных значений относительно истинного решения [31].
Для контроля погрешности результатов используется экстраполяция Ричардсо
на [32]: мы последовательно удваиваем количества точек для разностных сеток
по радиальной и угловой переменным, контролируя число сохраняющихся зна
ков в результатах. В наших расчетах сохранялись восемь значащих цифр, что
говорит о точности порядка 10−6. Вычислены значения энергии 3-го возбужден
ного состояния двумерного осциллятора для последовательно сгущаемых сеток
с числом точек по радиальной переменной 140, 280 и 560. Коэффициент Рунге
равен 63, 43 ≈ 64 = 26, что подтверждает 6-ой порядок точности вычислитель
ной схемы.

В разделе 1.3 приведено сравнение вычисленных с точностью до шести
значащих цифр уровней энергий 𝜖𝑛 пяти (𝑛 = 1 − 5) низколежащих чётных
связанных состояний (3-й столбец) с результатами работ других авторов [18,
19] и сравнение вычисленных с точностью до шести значащих цифр уровней
энергий 𝜖𝑛 пяти (𝑛 = 1−5) низколежащих нечётных связанных состояний (3-й
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столбец) с результатами работ других авторов [19, 27]. Приведены простран
ственные распределения плотности вероятности вычисленных пяти низколежа
щих чётных связанных состояний 𝑛 = 1, 2...5 и нечётных связанных состояний
𝑛 = 1, 2...5. Распределения чётного и нечётного возбужденных состояний при
𝑛 = 5 отличаются от 𝑛 < 5. При росте 𝑛 от 1 до 4 у распределения появляются
дополнительные области, отделенные приближенно вертикальной границей, а
при 𝑛 = 5 распределение распадается на несколько горизонтальных областей.
Качественно это можно проиллюстрировать на примере связанных состояний
точечной частицы в поле двумерного анизотропного 𝜔𝑥 ̸= 𝜔𝑦 гармонического
осциллятора (полная энергия которого 𝐸 = ℏ𝜔𝑥(𝑛𝑥 + 1) + ℏ𝜔𝑦(𝑛𝑦 + 1)). На
копление квантов возбуждения происходит по переменной 𝑥 пока выполняется
условие ℏ𝜔𝑥(𝑛𝑥+1) < ℏ𝜔𝑦 , после чего энергия увеличивается за счёт возбужде
ния по оси 𝑌 с изменением формы распределения и накопление продолжается
по переменной 𝑥 (ℏ𝜔𝑥(𝑛𝑥 + 1) < 2ℏ𝜔𝑦).

Во второй главе «Рассеяние в малочастичных планарных диполь
ных квантовых системах» представлено теоретическое описание рассеяния
произвольно направленных диполей в двух пространственных измерениях. Для
моделирования короткодействующего взаимодействия рассмотрены два вида
потенциалов: потенциал бесконечно высокой потенциальной стенки и более ре
алистичный потенциал Леннарда–Джонса. Сильная анизотропия потенциала
характеризуется дипольным взаимодействием. Разработан численный алгоритм
решения задачи рассеяния произвольно направленных диполей. Выявлена зави
симость критического (магического) угла от направлений диполей. Построено
обобщение борновского приближения на случай рассеяния произвольно направ
ленных диполей в плоскости, записано эйкональное приближение для случая
высоких энергий. Определены их области применимости. Результаты второй
главы опубликованы в работах [A1, A4, A6, A7, A8, A9].

В разделе 2.1 приведен краткий обзор по исследованиям дипольных пла
нарных систем с нецентральным взаимодействием. В разделе 2.2 представлено
теоретическое описание столкновений полярных молекул в слое одномерной оп
тической ловушки, моделируемых задачей диполь-дипольного рассеяния в двух
пространственных измерениях. Квантовое рассеяние в плоскости описывается
двумерным уравнением Шрёдингера в полярных координатах в дипольных еди
ницах длины 𝐷 и энергии 𝐸𝐷: 𝐷 = 𝜇𝑑2/ℏ2,
𝐸𝐷 = ℏ6/𝜇3𝑑4. Для полярной молекулы 23𝑁𝑎87𝑅𝑏 дипольный момент составля
ет 𝑑 = 1.35 a.е. [33], и 𝐸𝐷 = 2.996 × 10−16 a.е..

Параметры искомых волновой функции Ψ (𝜌, 𝜑) и амплитуды рассеяния
𝑓 (𝑞, 𝜑, 𝜑𝑞) определяются относительным импульсом 𝑞, определяемым энергией
столкновения 𝐸 (𝑞 =

√
2𝜇𝐸/ℏ), направлением 𝑞/𝑞 падающей волны (определя

емом углом 𝜑𝑞) и углом рассеяния 𝜑. Здесь 𝜇 — приведенная масса системы. Ва
рьирование направления падающей волны производится эквивалентным преоб
разованием анизотропного потенциала взаимодействия 𝑈 (𝜌, 𝜑) → 𝑈 (𝜌, 𝜑 + 𝜑𝑞).
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Потенциал взаимодействия 𝑈 (𝜌, 𝜑) представляется в виде

𝑈(𝜌, 𝜑) = 𝑉𝑆𝑅(𝜌) + 𝑉𝑑𝑑(𝜌, 𝜑), (1)

где 𝑉𝑆𝑅(𝜌) – потенциал короткодействующего взаимодействия, и 𝑉𝑑𝑑(𝜌, 𝜑) – по
тенциал дальнодействующего диполь-дипольного взаимодействия.

Потенциал взаимодействия двух произвольно направленных диполей 𝑉𝑑𝑑(𝜌, 𝜑)
в плоскости равен:

𝑉𝑑𝑑(𝜌,𝑑1,𝑑2) =
1

𝜌3

(︂
(𝑑1𝑑2) − 3

(𝑑1𝜌)(𝑑2𝜌)

𝜌2

)︂
, (2)

где 𝑑𝑖(𝑖 = 1, 2) – дипольные моменты, (𝑑𝑖𝜌)/𝜌 – их проекции на линию, соеди
няющую их центры масс. В полярных координатах выражение (2) представимо
в виде:

𝑉𝑑𝑑 (𝜌, 𝜑;𝛼, 𝛽, 𝛾) =
𝑑1𝑑2
𝜌3

[sin(𝛼) sin(𝛾) cos(𝛽)+

+ cos(𝛼) cos(𝛾) − 3 sin(𝛼) sin(𝛾) cos(𝜑) cos(𝜑− 𝛽)], (3)

где углы 𝛼 и 𝛾 определяют наклон диполей по отношению к оси 𝑍 и угол 𝛽 опре
деляет пространственную ориентацию плоскостей 𝑍𝑑1 и 𝑍𝑑2. Схема взаимного
расположения произвольно направленных диполей представлена на рисунке 1.

Рис. 1. Схема взаимного расположе
ния двух произвольно ориентирован
ных диполей 𝑑1 и 𝑑2 в плоскости 𝑋𝑌 .
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Рис. 2. Зависимость критического угла наклона
𝛼𝑐(𝛽, 𝛾) диполя d1 от угла вращения 𝛽 и от угла на
клона 𝛾 диполя d2 (Рисунок1). На врезке отображе
на зависимость (13) критического угла 𝛼𝑐(𝛽, 𝛾 = 𝛼)

(в град.) от угла 𝛽 (в град.) для случая одинаковых
углов наклона двух диполей (𝛾 = 𝛼).

В данной работе мы используем два типа потенциалов, аппроксимирую
щих отталкивательное короткодействующее взаимодействие 𝑉𝑆𝑅(𝜌): бесконеч
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но высокая потенциальная стенка [13, 16, 34] шириной 𝜌𝑆𝑅 (чтобы волновая
функция была равна нулю при 𝜌𝑆𝑅):

𝑉𝑆𝑅(𝜌) =

{︂
∞, 𝜌 ⩽ 𝜌𝑆𝑅
0, 𝜌 > 𝜌𝑆𝑅

, (4)

и реалистический потенциал Леннарда–Джонса [35, 36] в дипольных единицах:

𝑉𝑆𝑅(𝜌) =
1

𝐸𝐷

(︂
𝐶12

𝜌12
− 𝐶6

𝜌6

)︂
. (5)

Значение параметра 𝐶6 потенциала Леннарда–Джонса фиксировано для
полярных молекул, например, 𝐶6 = 1.5×106 а.е. для 23𝑁𝑎87𝑅𝑏 [33, 35]. Диполь
ная длина 𝐷 = 𝜇𝑑2/ℏ2 (𝐷 ≈ 182554 a.е. для 23𝑁𝑎87𝑅𝑏) для полярных молекул
гораздо больше, чем характерная длина Ван-Дер-Ваальса 𝑅6 = (2𝜇𝐶6/ℏ2)1/4
(𝜇 = 100167 a.е.; 𝑅6 ≈ 740 a.е. для 23𝑁𝑎87𝑅𝑏) [35], и потенциал Леннарда–Джон
са эффективно используется в качестве отталкивательного потенциала диполь
дипольного взаимодействия. Увеличение 𝐶12 при фиксированном 𝐶6 ведет к
усилению короткодействующей части потенциала 𝑈(𝜌, 𝜑).

Определим радиус короткодействующего взаимодействия 𝜌𝑆𝑅 в случае по
тенциала Леннарда–Джонса через соотношение: 𝜌𝑆𝑅 = min(𝜌0(𝜑)), где 𝜌0(𝜑) —
положение нуля потенциала 𝑈(𝜌, 𝜑). С физической точки зрения, min(𝜌0(𝜑)) —
это минимальное расстояние, которое могут достигнуть молекулы при малой
энергии столкновения. Кроме того, для рассматриваемых полярных молекул
слагаемое −𝐶6/𝜌

6 мало по сравнению с 𝑉𝑑𝑑. Таким образом, 𝜌𝑆𝑅 определяется
из условия

𝐶12/𝜌
12 + 𝑉𝑑𝑑(𝜌, 𝛽/2) = 0,

откуда следует соотношение для зависимости 𝜌𝑆𝑅 от 𝐶12 и углов 𝛼, 𝛽, 𝛾:

𝜌𝑆𝑅 =

[︃
𝐶12

sin(𝛼) sin(𝛾)3+cos(𝛽)
2 − cos(𝛼) cos(𝛾)

]︃1/9

. (6)

В случае потенциала Леннарда–Джонса для изменения 𝜌𝑆𝑅 мы варьируем
параметр 𝐶12.

Дифференциальное сечение рассеяния определяется вычисленной ампли
тудой рассеяния 𝑓 (𝑞, 𝜑, 𝜑𝑞)

𝑑𝜎(𝑞, 𝜑, 𝜑𝑞)

𝑑Ω
= |𝑓(𝑞, 𝜑, 𝜑𝑞)|2, (7)

где 𝑑Ω = 𝑑𝜑𝑑𝜑𝑞. Переход к дипольному рассеянию идентичных бозонов (ферми
онов) выполняется с учетом симметризации 𝜖 = +1 (антисимметризации 𝜖 = −1)
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волновой функции:

Ψ (𝜌, 𝜑) → 𝑒𝑖𝑞𝜌 + 𝜖 𝑒−𝑖𝑞𝜌 + 𝑓(𝜑)
𝑒𝑖𝑞𝜌√
−𝑖𝜌

(8)

и дифференциальных сечений:

𝑑𝜎(𝜑)

𝑑Ω
= |𝑓(𝜑, 𝜑𝑞)|2 = |𝑓 (𝜑) + 𝜖𝑓 (|180∘ − 𝜑|)|2 . (9)

Из определений (7) и (9) следует, что в случае бозонов это приводит к
увеличению, а в случае для фермионов — к уменьшению сечения рассеяния
диполей относительно сечений для различимых частиц для некоторых направ
лений, например, для 𝜑 + 𝜑𝑞 = 90∘:

𝑑𝜎𝐵(𝜑 + 𝜑𝑞)

𝑑Ω
= 4

𝑑𝜎(𝜑 + 𝜑𝑞)

𝑑Ω
(для бозонов),

𝑑𝜎𝐹 (𝜑 + 𝜑𝑞)

𝑑Ω
= 0 (для фермионов).

Полное сечение рассеяния выражается через рассчитываемую амплитуду
рассеяния усреднением по направлению падающей волны 𝜑𝑞 и интегрированием
по углу рассеяния 𝜑:

𝜎(𝑞)=
1

2𝜋

2𝜋∫︁
0

2𝜋∫︁
0

𝑑𝜎

𝑑Ω
𝑑𝜑𝑞 𝑑𝜑 ≡ 1

2𝜋

2𝜋∫︁
0

2𝜋∫︁
0

|𝑓(𝑞, 𝜑, 𝜑𝑞)|2 𝑑𝜑𝑞 𝑑𝜑, (10)

где 𝑑Ω = 𝑑𝜑 𝑑𝜑𝑞, а угол 𝜑𝑞 определяет направление 𝑞/𝑞 падающей волны. Для
решения задачи с потенциалом взаимодействия (1) применен численный алго
ритм, основанный на методе представления дискретной переменной. Выберем
собственные функции оператора ℎ(0) = 𝜕2/𝜕𝜑2 в двумерном уравнении Шрё
дингера как Фурье-базис для угловой сетки представления искомой волновой
функции Ψ (𝜌, 𝜑). Введена равномерная разностная сетка по угловой перменной
𝜑𝑗, где 𝑗 = 0, 1, . . . , 2𝑀 , по переменным 𝜑 и 𝜑𝑞 волновая функция вычисляется
в виде Фурье-интерполяции. Данное разложение сводит уравнение Шрёдингера
к системе 2𝑀 + 1 связанных обычных дифференциальных уравнений второго
порядка с краевым условием в нуле и граничным условием задачи рассеяния
в асимптотической области 𝜌 → ∞. Для дискретизации по радиальной пере
менной использован метод семиточечной конечно-разностной аппроксимации
шестого порядка точности для первой и второй производных. Полученная на
каждой итерации матричная задача решается с помощью матричной модифи
кации алгоритма прогонки для ленточной матрицы.

В разделе 2.3 выявлена зависимость критического (магического) угла от
направлений диполей. Диполь-дипольное взаимодействие (3) меняется от полно

12



стью отталкивающего для двух диполей направленных перпендикулярно плос
кости движения 𝑋𝑌 до притягивающего при увеличении углов наклона диполь
ных моментов относительно нормали к оси 𝑍. Для анализа диполь-дипольного
потенциала, зафиксируем направление диполя d2 (угол наклона 𝛾 и угол вра
щения 𝛽 между плоскостями 𝑍𝑑1 и 𝑍𝑑2), рассмотрим изменение диполь-диполь
ного потенциала при изменении угла наклона 𝛼 диполя d1.

Рассмотрим изменение потенциала 𝑉𝑑𝑑 диполь-дипольного взаимодействия
при увеличении угла наклона 𝛼 диполя d1, относительно направления диполя
d2: угла наклона 𝛾 и угла вращения 𝛽 между плоскостями 𝑍𝑑1 и 𝑍𝑑2 (см.
рисунок1).

Области притягивающего дипольного взаимодействия возникают около то
чек 𝜑′, определяемых соотношением: 𝜕𝑉𝑑𝑑(𝜌, 𝜑)/𝜕𝜑|𝜑=𝜑′ = 0. Критический угол
наклона 𝛼𝑐(𝛽, 𝛾) определяется как угол 𝛼 (см. рисунок1), при превышении ко
торого значения потенциала становятся отрицательными в точках 𝜑′: 𝑉𝑑𝑑(𝜌, 𝜑 =
𝜑′) < 0. Таким образом, условие:

𝑉𝑑𝑑(𝜌, 𝜑 = 𝜑′) = 0, (11)

определяет зависимость критического угла наклона 𝛼 = 𝛼𝑐(𝛽, 𝛾) диполя d1 от
угла вращения 𝛽 и угла наклона 𝛾 диполя d2:

𝛼𝑐(𝛽, 𝛾) = arctan

(︂
2 cot(𝛾)

3 + cos(𝛽)

)︂
, (12)

представленная на рисунке 2. Критический угол наклона 𝛼𝑐(𝛽, 𝛾) увеличивает
ся при 𝛽 → 180∘ (например, при 𝛾 = 45∘ угол 𝛼𝑐 увеличивается c 26.56∘ до
45∘). При 𝛽 = 180∘ критический угол наклона определяется из соотношения
𝛼𝑐(180∘, 𝛾) = 90∘ − 𝛾, отмеченного на рисунке 2 сплошной красной линией.

Для диполей с одинаковым углом наклона 𝛾 = 𝛼, когда второй диполь
вращается вокруг оси 𝑍 (𝛽 ̸= 0∘) критический угол наклона как функция угла
вращения 𝛽 имеет вид:

𝛼𝑐(𝛽, 𝛾 = 𝛼) = arctan

√︃
2

3 + cos(𝛽)
, (13)

(см. врезку на рисунке 2). При одинаковом направлении моментов диполей
𝛾 = 𝛼; 𝛽 = 0∘ формула (13) воспроизводит известное значение критического
(магического) угла 𝛼𝑐(𝛽 = 0∘, 𝛾 = 𝛼) = arctan

(︀
1/
√

2
)︀
≈ 35.27∘ или 90∘−𝛼𝑐(𝛽 =

0∘, 𝛾 = 𝛼) = 54.73∘ (если угол наклона определен по отношению к плоскости
𝑋𝑌 ), упомянутые, например, в работах [13, 37, 38]. Максимальное значение
критического угла 𝛼𝑐(𝛽, 𝛾 = 𝛼) равно 45∘ и достигается при 𝛽 = 180∘. В разде
ле 2.4 для оценки амплитуды рассеяния ультрахолодных диполей при малых
значениях величины дипольных моментов полное сечение рассеяния сонаправ
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ленных диполей, полученное в работе К. Тикнора [13] в приближении Борна
для дальнодействующей части потенциала (3), обобщено на случай произвольно
ориентированных диполей (идентичных фермионов) (14). Вблизи резонансов
условия применимости приближения Борна не выполняются и сечение рассея
ния необходимо вычислять численно [39].

𝜎𝐵𝐴/𝐷 = 8𝐷𝑞

[︃
𝜋(𝜋 − 2)

(︁
sin(𝛼) sin(𝛾) cos(𝛽)+

+ cos(𝛼) cos(𝛾) − 3

2
sin(𝛼) sin(𝛾) cos(𝛽)

)︁2

+

(︂
𝜋(𝜋 + 2) +

32

9
− 63520

3969

)︂(︂
3

4
sin(𝛼) sin(𝛾)

)︂2
]︃

(14)

Сечения, полученные в приближении Борна, согласуются с вычисленными зна
чениями 𝜎𝐹 (𝜌𝑆𝑅) вдали от резонансов (см. рисунок4) и нерезонансными зависи
мостями 𝜎𝐹 (𝐸) в низкоэнергетическом пределе (см. рисунок 5(𝑐,𝑑)) для рассея
ния фермионов. Отметим, что для резонансных кривых 𝜎𝐹 (𝐸) такого согласия
не наблюдается. Результаты расчетов показывают, что условием применимости
приближения Борна к двумерному дипольному рассеянию фермионов являют
ся конфигурации направлений дипольных моментов, при которых угол наклона
диполей меньше, чем критический угол 𝛼 < 𝛼𝑐, когда потенциал диполь-диполь
ного взаимодействия не поддерживает связанных состояний. К рассеянию иден
тичных бозонов или различимых частиц приближение Борна неприменимо вви
ду отсутствия барьера для 𝑠−волны и расходимости ее вклада в борновское
приближение в области действия короткодействующего потенциала. Поэтому
борновское приближение мы применяем только к рассеянию идентичных фер
мионов. Раздел 2.5 посвящен описанию оценки сечения рассеяния в пределе
высоких энергий с помощью полуклассического эйконального приближения [13,
40]:

𝜎𝐸𝑖𝑘(𝐸)/𝐷 =
4
√
𝜋

(2𝐸/𝐸𝐷)1/4
. (15)

В третьей главе «Влияние короткодействующего взаимодействия»
приведены результаты численного исследования столкновения двух ультрахо
лодных полярных молекул в двух пространственных измерениях: влияние ко
роткодействующего взаимодействия на квантовое рассеяние двух произвольно
направленных диполей в плоскости; различия вычисленных зависимостей се
чения рассеяния при различных углах наклона дипольных моментов относи
тельно нормали к плоскости движения. Проведено теоретическое исследование
возникновения резонансов при анизотропном диполь-дипольном рассеянии про
извольно направленных идентичных бозонов и фермионов в плоскости. Для
малых энергий столкновений обнаружена сильная зависимость полного сече
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ния рассеяния от короткодействующего взаимодействия. Получены зависимо
сти дифференциальных сечений от взаимного расположения двух диполей. Ис
следованы энергетические зависимости сечения рассеяния в планарной системе
двух диполей (для идентичных бозонов и фермионов). Продемонстрировано со
гласие результатов численных расчетов с оценками, полученными с помощью
борновского и эйконального приближений. Результаты третьей главы опубли
кованы в работах [A1, A3, A4, A6, A7]. В разделе 3.1 даны краткий обзор работ
других авторов и актуальность численного исследования столкновения двух
ультрахолодных полярных молекул в двух пространственных измерениях.

В разделе 3.2 впервые численно рассчитана зависимость полного сечения
дипольного рассеяния 𝜎(𝜌𝑆𝑅) разнонаправленных бозонов и фермионов от ра
диуса короткодействующего взаимодействия 𝜌𝑆𝑅 в в плоскости. Для расчетов
было выбрано значение энергии столкновения 𝐸 = 5 × 10−4𝐸𝐷, поскольку
максимальные сечения столкновения диполей получаются при малых энерги
ях столкновений. Полученные результаты для рассеяния идентичных бозонов
и идентичных фермионов проиллюстрированы на рисунке 3 и рисунке 4 соот
ветственно.

При рассеянии двух сонаправленных диполей (𝛽 = 0∘; 𝛼 = 𝛾) при углах
наклона равным 𝛼 = 45∘ в зависимости вычисленного полного сечения рас
сеяния 𝜎𝐵(𝜌𝑆𝑅) бозонных диполей наблюдаются отчетливые узкие резонансы,
что представлено на рисунке3(a). С увеличением углов наклона от 𝛼 = 45∘

до 90∘ количество резонансов в зависимости полного сечения рассеяния от 𝜌𝑆𝑅
увеличивается в 4 раза. Вычисленная зависимость 𝜎𝐵(𝜌𝑆𝑅) для двух диполей,
ориентированных в плоскости рассеяния 𝑋𝑌 (𝛼 = 90∘), представлена на рисун
ке3(с). Из анализа рисунка3 следует, что при уменьшении 𝜌𝑆𝑅 ниже пороговых
значений 𝜌𝑆𝑅/𝐷 = 0.3 − 0.5 наблюдается появление и увеличение количества
резонансов с их одновременным сужением.

При 𝛼 ≤ 𝛼𝑐(𝛽, 𝛾) и 𝜌𝑆𝑅/𝐷 ≪ 1 сечения рассеяния не зависят от потенци
ала короткодействующего взаимодействия и резонансы дипольного рассеяния
отсутствуют, что проиллюстрировано на рисунке3(b). Так, при повороте векто
ра дипольного момента d2 относительно оси 𝑍 при 𝛽 → 180∘ сужается область,
где потенциал является притягивающим, и количество резонансов уменьшается
до их исчезновения при 𝛽 → 180∘ в рассчитанной зависимости полного сечения
рассеяния от 𝜌𝑆𝑅, представленной на рисунке3(b) при 𝛼 = 45∘ (𝛼 = 𝛾). Резо
нансы присутствуют и для противоположно направленных диполей (𝛽 = 180∘),
лежащих в плоскости рассеяния при 𝛼 → 90∘ (𝛼 = 𝛾,𝛼 > 𝛼𝑐), приведенном на
рисунке3(d).Увеличение угла наклона 𝛼, 𝛾 диполей и возникновение областей с
притягивающим дипольным потенциалом приводит к сильной зависимости сече
ния рассеяния диполей от радиуса короткодействующего взаимодействия 𝜌𝑆𝑅.
Как показали наши расчеты, при малых энергиях рассеяние фермионов суще
ственно отличается от рассеяния бозонов. Согласно закону Вигнера [41] ожида
емо наблюдается подавление рассеяния идентичных фермионов по сравнению
с рассеянием бозонов. Вычисленная зависимость полного сечения дипольного
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рассеяния идентичных фермионов от 𝜌𝑆𝑅 представлена на рисунке4 для рав
ных углов 𝛼 = 𝛾 диполей, наклоненных под углом 45∘ в случае сонаправленных
𝛽 = 0∘ (𝑎) и разнонаправленных 𝛽 = 180∘ (𝑏) конфигураций, а также для пре
дельного случая двух диполей, лежащих в плоскости рассеяния 𝛼 = 90∘ для
параллельных 𝛽 = 0∘ (𝑐) и антипараллельных 𝛽 = 180∘ (𝑑) дипольных момен
тов. Сравнительный анализ рисунка3 и рисунка4 демонстрирует, что в случае
столкновений фермионов амплитуды резонансов меньше на два порядка, чем
для бозонов при малых энергиях столкновения (𝐸 = 5× 10−4𝐸𝐷). Зависимости
𝜎𝐵(𝜌𝑆𝑅), 𝜎𝐹 (𝜌𝑆𝑅), рассчитанные с использованием в качестве 𝑉𝑆𝑅 реалистиче
ского потенциала Леннарда–Джонса, представлены на рисунке 3 и рисунке 4
синей сплошной линией. Cтруктура резонансов остается качественно такой же,
как и при использовании потенциальной стенки, поскольку резонансы обуслов
лены преобладанием 𝑠−волны (𝑝−волны) в рассеянии бозонов (фермионов).
Сравнение результатов, полученных с использованием потенциальной стенки и
потенциала Леннарда–Джонса, показывает их одинаковую эффективность.

В разделе 3.3 представлены энергетические зависимости сечения дипольно
го рассеяния в плоскости. Ранее энергетические зависимости сечения исследо
вались для изотропного отталкивательного дипольного потенциала [17]. Чис
ленно рассчитаны энергетические зависимости для нецентрального потенци
ала дипольного взаимодействия 𝑉𝑑𝑑. Рассчитаны энергетические зависимости
полного сечения рассеяния, проиллюстрированные на рисунке 5 для идентич
ных бозонов 𝜎𝐵(𝐸) (𝛼 = 45∘(a), 90∘(b)) и для идентичных фермионов 𝜎𝐹 (𝐸)
(𝛼 = 45∘(c),90∘(d)) для сонаправленных конфигураций диполей 𝛽 = 0∘;𝛼 = 𝛾.
Для этих взаимных ориентаций диполей угол наклона превышает критический
𝛼 > 𝛼𝑐 (𝛼𝑐 = 35.3∘). Сечение двумерного рассеяния бозонных (фермионных)
диполей в отсутствие резонансов увеличивается (уменьшается) в низкоэнерге
тическом пределе в отличие от трехмерного рассеяния, где сечение в отсутствие
резонансов имеет вид плато в низкоэнергетическом пределе как для бозонов, так
и для фермионов (см. рисунки 2(a, b) в [16] или рисунок 1 в [42]). Мы также
показали, что взаимная ориентация диполей сильно влияет на вид энергетиче
ских зависимостей. Таким образом, при увеличении угла 𝛼 от 45∘ до 90∘ (см.
рисунок 5) резонансная и нерезонансная зависимости 𝜎𝐵(𝐸), 𝜎𝐹 (𝐸) начинают
осциллировать, в отличие от трехмерного дипольного рассеяния [16, 42], где
осцилляций нет.

В разделе 3.4 проанализировано влияние короткодействующего взаимодей
ствия на полное сечение рассеяния в плоскости для больших энергий дипольных
столкновений (𝐸 = 50𝐸𝐷), изучавшихся в работах [13, 17] при фиксированном
значении 𝜌𝑆𝑅. Рассчитанные зависимости полного сечения от угла наклона 𝛼
диполей (при 𝛼 = 𝛾), для различных значений 𝜌𝑆𝑅 и угла вращения 𝛽 представ
лены на рисунке6 для случая дипольного рассеяния бозонов в плоскости и на
рисунке7 для случая дипольного рассеяния фермионов в плоскости.
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Рис. 3. Зависимость полного сечения ди
польного низкоэнергетического рассеяния
(10) идентичных бозонов 𝜎𝐵 от радиуса
короткодействующего потенциала 𝜌𝑆𝑅 при
столкновениях двух сонаправленных 𝛽 = 0∘

(𝑎, 𝑐) и разнонаправленных 𝛽 = 180∘ (𝑏, 𝑑)
диполей (при 𝛼 = 𝛾), наклоненных под уг
лом 𝛼 = 45∘ (𝑎, 𝑏), а также для предельного
случая двух диполей, лежащих в плоскости
𝛼 = 90∘(𝑐, 𝑑). Результаты, полученные при
использовании потенциальной стенки обо
значены черной пунктирной линией, потен
циала Леннарда–Джонса — синей сплошной
линией.

(a)

(b)

(c)

(d)

Рис. 4. Зависимость полного сечения ди
польного рассеяния (10) идентичных фер
мионов 𝜎𝐹 от радиуса короткодействующе
го потенциала 𝜌𝑆𝑅. Подпись к графикам
(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) и линий полностью совпадает с
подписью на рисунке 3. Результаты, по
лученные с использованием приближения
Борна, обозначены сплошной зеленой лини
ей.

17



 Eik/D

SR
/D = 0.076

SR
/D = 0.032

SR
/D = 0.15

SR
/D = 0.05 (a)

 Eik/D

SR
/D = 0.073

SR
/D= 0.15

SR
/D = 0.0313

(c)

 Eik/D

SR
/D = 0.1925

SR
/D = 0.54

SR
/D = 0.235

SR
/D = 0.07

(b)
 Eik/D

(d)

Рис. 5. Энергетические зависимости полного сечения рассеяния для случая бозонов 𝜎𝐵(𝐸)

(𝛼 = 45∘(a), 90∘(b)) и фермионов 𝜎𝐹 (𝐸) (𝛼 = 45∘(c), 90∘(d)) при сонаправленной ориентации
диполей 𝛽 = 0∘;𝛼 = 𝛾. Угол наклона превышает критический угол 𝛼 > 𝛼𝑐 (𝛼𝑐 = 35.3∘)
для таких взаимных ориентаций диполей. Кривые, соответствующие резонансным точкам
на рисунке 3 и рисунке 4, показаны красной сплошной линией, нерезонансные кривые —
синей пунктирной линией; приближение Борна — зеленой точечной линией, приближение
эйконала — серой пунктирной линией.

Короткодействующее взаимодействие не влияет на процессы рассеяния
до тех пор пока угол наклона 𝛼 меньше критического и короткодействующее
взаимодействие не доминирует (𝜌𝑆𝑅/𝐷 < 1). При угле наклона 𝛼 больше кри
тического 𝛼𝑐 уменьшение радиуса короткодействующего взаимодействия при
водит к возникновению осцилляций и резонансов сечениях рассеяния как для
бозонов, так и для фермионов. Возникновение осцилляций и резонансов в се
чении строго по достижению угла 𝛼 значений критического угла 𝛼𝑐 проиллю
стрировано на рисунке6 и рисунке 7 в диапазоне значений 𝜌𝑆𝑅/𝐷 ≤ 0.1, когда
и дипольное и короткодействующее взаимодействия вносят вклад в рассеяние
(на рисунке6(a) и рисунке 7(a) 𝛼𝑐 = 35.3∘, на рисунке6(b) и рисунке 7(b) –
𝛼𝑐 = 39.2∘, на рисунке6(c) и рисунке 7(c) – 𝛼𝑐 = 45∘).
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Рис. 6. Зависимости полного сечения рас
сеяния от угла наклона диполей 𝛼 (по от
ношению к нормали к плоскости рассея
ния 𝑋𝑌 ) для случая одинаковых углов
наклона 𝛼 = 𝛾 при различных значениях
𝜌𝑆𝑅 при рассеянии идентичных бозонов
(𝛽 = 0∘(𝑎), 90∘(𝑏), 180∘(𝑐)). Критический
угол равен 𝛼𝑐(𝛽, 𝛾) = 35.3∘, 39.2∘, 45∘ для
𝛽 = 0∘, 90∘, 180∘ соответственно и 𝛾 = 𝛼.

Рис. 7. Зависимости полного сечения рас
сеяния от угла наклона диполей 𝛼 (по от
ношению к нормали к плоскости рассея
ния 𝑋𝑌 ) для случая одинаковых углов
наклона 𝛼 = 𝛾 при различных значениях
𝜌𝑆𝑅 при рассеянии идентичных фермио
нов (𝛽 = 0∘(𝑎), 90∘(𝑏), 180∘(𝑐)). Критиче
ский угол равен 𝛼𝑐(𝛽, 𝛾) = 35.3∘, 39.2∘, 45∘

для 𝛽 = 0∘, 90∘, 180∘ соответственно и 𝛾 =

𝛼.
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В разделе 3.5 продемонстрирована сильная зависимость угловых распре
делений дифференциальных сечений 𝑑𝜎/𝑑Ω дипольного рассеяния от значе
ния радиуса короткодействующего взаимодействия 𝜌𝑆𝑅. Угловые распределе
ния диполь-дипольного рассеяния в плоскости и трехмерного дипольного рас
сеяния [43] сильно отличаются. Дипольные фермионы могут рассеиваться силь
нее, чем дипольные бозоны в трехмерном случае [43], тогда как в двумерном
случае сечение дипольного рассеяния фермионов на несколько порядков мень
ше сечения рассеяния бозонов при низких энергиях. В случаях бозонов и ферми
онов зависимости дифференциального сечения двумерного рассеяния от угла
падения 𝜑𝑞 отличаются. В отличие от трехмерного дипольного рассеяния [43],
рассеяние бозонов в плоскости не зависит от угла падения 𝜑𝑞 в резонансных
точках, хотя оно зависит от угла падения в нерезонансных точках. Рассеяние
фермионов в плоскости всегда зависит от угла падения 𝜑𝑞.

В Заключении сформулированы основные результаты диссертационной
работы:

1. Исследованы связанные состояния точечной квантовой частицы в поле
двумерного диполя с помощью предложенного численного алгоритма, ос
нованного на методе представления дискретной переменной и методе об
ратных итераций со сдвигом для определения собственных значений мат
рицы. Анизотропия потенциала взаимодействия частицы с полем двумер
ного диполя приводит к связи различных парциальных волн и состоя
ний с различным угловым моментом. Рассчитаны энергии и плотности
вероятности состояний с улучшением точности и хорошим согласием с ре
зультатами работ других авторов [18, 19, 27], для которых отсутствуют
оценки ошибок вычисленных значений относительно истинного решения.
Выполненные расчёты с помощью предложенного алгоритма с известной
оценкой точности восполняют этот пробел.

2. Вычислены зависимости полного сечения дипольного рассеяния от радиу
са короткодействующего взаимодействия. Сделан вывод о хорошей приме
нимости потенциала стенки в сравнении с более реалистическим потенци
алом Леннарда-Джонса. Результат точных численных расчетов полного
сечения рассеяния хорошо согласуется с оценочными результатами, полу
ченными в приближении Борна и эйконала в низко- и высокоэнергетиче
ских пределах.

3. Исследованы зависимости сечения дипольного рассеяния в плоскости от
радиуса короткодействующего взаимодействия для различных ориента
ций дипольных моментов. В низкоэнергетическом и высокоэнергетиче
ском диапазонах энергий столкновений диполей определены “пороговые”
значения радиуса короткодействующего взаимодействия (cut-off radius),
ниже которых наблюдается возникновение и рост числа резонансов. Об
наружено возникновение и рост числа резонансов при уменьшении ради
уса короткодействующего взаимодействия в широком диапазоне энергий
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столкновений диполей.
4. Определен критический (магический) угол наклона одного из диполей в

зависимости от направления второго диполя для произвольно ориентиро
ванных диполей. Выявлено, что резонансы возникают только при превы
шении этого угла (который при одинаковых углах наклона диполей изме
няется от 35.27∘ и до 45∘ при вращении одного из диполей). Выявлено,
что при дипольном рассеянии идентичных бозонов (фермионов) в плоско
сти в угловых распределениях дифференциальных сечений в резонансных
точках доминирует 𝑠−волна (𝑝−волна), в то время как в нерезонансных
точках преобладают высшие парциальные волны и дифференциальные
сечения сильно анизотропны.

5. Определено отличие сечений дипольного рассеяния бозонов (фермионов)
в области малых энергий в двумерном и трехмерном случаях. Показано,
что в двумерном случае сечения дипольного рассеяния фермионов при
высоких энергиях (𝐷𝑞 > 10) по порядку величины близки к сечениям
рассеяния бозонов, в отличие от трехмерного случая, где сечения рассе
яния фермионов гораздо больше, чем для бозонов. Таким образом, угло
вые распределения дифференциального сечения дипольного рассеяния в
двумерном случае значительно отличаются от аналогичных распределе
ний в трехмерном случае. Дипольные фермионы сильнее рассеиваются,
чем дипольные бозоны в трехмерном случае, в то время как в планарном
случае сечения дипольного рассеяния фермионов на несколько порядков
величины меньше, чем сечение рассеяния бозонов при малых энергиях
столкновения.

6. Показано, что рассеяние бозонов в плоскости не зависит от угла падения
𝜑𝑞 в резонансных точках, в то время как оно может сильно зависеть от
угла падения 𝜑𝑞 в нерезонансных точках, что существенно отличается от
трехмерного случая. Рассеяние фермионов в плоскости всегда зависит от
угла 𝜑𝑞.
Полученные данные о сечениях рассеяния произвольно направленных ди
полей в плоскости позволяют сделать вывод о возможности контроля
над возникновением и ростом числа резонансов с помощью изменения ра
диуса короткодействующего взаимодействия и взаимного расположения
диполей.
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